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Resumen

El modelo original de difusión de Bass (Bass, 1969) es uno de los

modelos más utilizados en Mer
adote
nia para estudiar la difusión de

nuevos produ
tos en un mer
ado. Se basa en la espe
i�
a
ión de una

tasa de riesgo que es propor
ional al total de individuos que ya han

adquirido el produ
to de tal forma que es equivalente a un modelo de


ontagio y es un 
aso parti
ular de la densidad sesgada de Gompertz.

Posteriormente, Bass, Krishnan y Jain (1994) modi�
aron el modelo

original para in
luir variables expli
ativas tales 
omo el pre
io y el gas-

to en publi
idad. A di
ho modelo se le 
ono
e 
omo el modelo generali-

zado de Bass. En este trabajo se utiliza el modelo generalizado de Bass

para estudiar las 
ara
terísti
as de las series de tiempo del número de


asos 
on�rmados y muertes produ
idos por el 
oronavirus COVID-19

e identi�
ar variables expli
ativas relevantes en la redu

ión o in
re-

mento en el número de 
asos 
on�rmados las 
uales están rela
ionadas

a las políti
as públi
as implementadas. En el 
aso de las muertes pro-

du
idas por el COVID-19 se en
uentran además efe
tos esta
ionales

signi�
ativos los 
uales son estudiados 
on el modelo desarrollado por

Fernández-Durán (2014).
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1. Modelo Generalizado de Bass 
on Efe
tos

Esta
ionales

El modelo de difusión de Bass 
onsidera la variable aleatoria del tiempo

que tarda un 
liente en adquirir un nuevo produ
to (duradero), T , para la


ual de�ne su tasa de riesgo 
omo

hT (t)dt = P (t < T < t+dt | T ≥ t) =
fT (t)dt

FT (t)
= p+qFT (t) = p+

q

m
Y (t) (1)

donde hT (t)dt es la probabilidad de que un individuo adquiera por primera

vez el produ
to en el intervalo (t, t+dt) la 
ual es propor
ional al por
entaje

de individuos que han adquirido el produ
to hasta el tiempo t, FT (t) =
Y (t)
m

donde Y (t) es el total de individuos que han adquirido el produ
to al tiem-

po t y m es el tamaño total del mer
ado, es de
ir, el total de individuos

que a
abarán adquiriendo el produ
to. El parámetro p representa la tasa de

innovadores, es de
ir, los individuos que 
ompran el produ
to sin haber re
i-

bido alguna re
omenda
ión de otros individuos y, q es la tasa de imitadores

que son individuos que adquieren el produ
to sólo si les es re
omendado por

otros individuos. Al tradu
ir el modelo de Bass en términos de los 
ontagios

por COVID-19, el parámetro p representa la tasa de individuos que fueron


ontagiados fuera de la pobla
ión, por ejemplo, los extranjeros 
ontagiados

y, q, representa la tasa de 
ontagios lo
ales. El parámetro m representa el

total de individuos en la pobla
ión que serán 
ontagiados (o al menos 
on�r-

mados 
on el virus), YT (t) el total de 
ontagiados (
on�rmados) al tiempo t,
FT (t) el por
entaje de 
ontagiados (
on�rmados) al tiempo t del total m de


ontagiados (
on�rmados). La fun
ión de distribu
ión, FT (t) satisfa
e

FT (t) =
1− e−(p+q)t

1 + q

p
e−(p+q)t

(2)

Posteriormente, Bass, Krishnan y Jain (1994) modi�
aron el modelo de

Bass para in
luir el efe
to de otras variables tales 
omo el pre
io y el gasto

en publi
idad. A este modelo se le 
ono
e 
omo el modelo generalizado de

Bass y está de�nido 
omo

hT (t) = (p+ qFT (t))x(t) (3)
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donde x(t) es una fun
ión positiva de variables expli
ativas. La fun
ión de

distribu
ión del modelo de Bass generalizado, FT (t) satisfa
e

FT (t) =
1− e−(p+q)(X(t)−X(0))

1 + q

p
e−(p+q)(X(t)−X(0))

(4)

donde X(t) =
∫ t
0 x(s)ds es el valor a
umulado de la fun
ión x(t). Para el

estudio de eventos en el número de 
on�rmados y muertes por COVID-19

se pueden in
luir en la fun
ión x(t) variables expli
ativas rela
ionadas a las

políti
as públi
as implementadas 
ontra el COVID-19 tales 
omo el ini
io

del 
on�namiento general, el ini
io de etapas de regreso a la normalidad, el

ini
io de la movilidad generalizada para toda la pobla
ión, entre otras. En

parti
ular, la existen
ia de efe
tos esta
ionales indu
idos por el 
omporta-

miento de los individuos de la pobla
ión se puede introdu
ir en el modelo

generalizado de Bass mediante el uso de sumas trigonométri
as no negativas

(Fernández-Durán, 2014) donde la fun
ión x(t) está de�nida 
omo

x(t) = 1 +
n∑

k=1

(a∗kcos(2πkt) + b∗ksin(2πkt)). (5)

El uso de variables expli
ativas rela
ionadas a políti
as públi
as y de efe
tos

esta
ionales se pueden 
ombinar en la fun
ión x(t) para separar 
ada uno

de los efe
tos. El ajuste de los modelos se lleva a 
abo en el software esta-

dísti
o R mediante el uso de los paquetes CircNNTSR (Fernández-Durán

y Gregorio-Domínguez, 2012 y 2016) para la in
lusión de efe
tos esta
iona-

les y minpack.lm (Elzhov et al., 2016) para la estima
ión de los parámetros

mediante el algoritmo de Levenberg-Marquardt para mínimos 
uadrados no

lineales.

2. Estudio de Eventos en España

Se utilizaron los datos sobre 
asos 
on�rmados en España que se obtu-

vieron del sitio de internet https : //ourworldindata.org/ el 11 de junio de

2020. La base 
ontiene el número de 
asos 
on�rmados y muertes del 1 de

febrero donde se tuvo el primer 
aso 
on�rmado al 11 de junio. Se sele

iona-

ros los datos de España ya que se trata de un país donde prá
ti
amente para

el 11 de junio se está dando el �n de esta ola de 
ontagios además de tratarse

de un país 
on 
ultura similar a la de Méxi
o. Se ajustó el modelo de Bass
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generalizado 
on y sin efe
tos esta
ionales del día de la semana 
onsiderando

las siguientes variables expli
ativas rela
ionadas a los siguientes eventos:

1. 26 de febrero: Primer 
aso lo
al, no importado

2. 4 de marzo: Primera muerte por COVID-19

3. 10 de marzo: Suspensión de las Fallas de Valen
ia

4. 12 de marzo: Suspensión de la Liga de fútbol

5. 13 de marzo: Ini
io del estado de alarma

6. 14 de marzo: Con�namiento total

7. 3 de abril: Día 
on el máximo número de muertes en un día

8. 10 de mayo: Ini
io de la fase 1 de regreso a la normalidad en varias

Comunidades Autónomas

9. 25 de mayo: Ini
io de la fase 2 de regreso a la normalidad en varias

Comunidades Autónomas (Madrid y Bar
elona pasan a la fase 1)

Para estos eventos se generaron variables indi
adoras 
on valores posibles de


ero y uno. Por ejemplo, para la variable indi
adora aso
iada al ini
io del


on�namiento total, toma el valor de 
ero para los días del 1 de febrero al

13 de marzo, el valor 1 del 14 de marzo al 9 de mayo y, el valor 
ero del 10

de mayo (ini
io de la fase 1) al 11 de junio. Para la variable indi
adora del

máximo de muertes, toma el valor de 0 para los días del 1 de febrero al 2 de

abril, el valor 1 para los días del 4 de abril al 11 de junio.

La Figura 1 presenta el ajuste del modelo de Bass sin efe
tos esta
ionales

y sin variables expli
ativas (modelo original de Bass) a los 
asos 
on�rmados

a
umulados diarios. Como se puede observar, este modelo presenta un mal

ajuste a los datos 
on periodos en donde el modelo pronosti
a 
onsistente-

mente un mayor (menor) número de 
asos 
on�rmados a
umulados.

Al 
omparar diferentes modelos generalizados de Bass 
on y sin efe
tos

esta
ionales y 
on diferentes 
ombina
iones de variables expli
ativas, el mo-

delo que presenta el mejor ajuste a los datos es un modelo generalizado de

Bass sin efe
tos esta
ionales 
on dos variables expli
ativas que 
orresponden

a la variable indi
adora del ini
io del 
on�namiento 
on un efe
to rezagado
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Figura 1: Modelo de Bass sin efe
tos esta
ionales y sin variables expli
a-

tivas ajutado a los 
asos 
on�rmados diarios en España (1-Feb-2020 a 11-

Jun-2020). Los puntos representan los datos observados y la línea el modelo

ajustado.

de 13 días y la indi
adora del día 
on el máximo número de muertes. La

Figura 2 presenta el ajuste del modelo.

Los parámetros estimados del mejor modelo así 
omo sus errores estándar

se in
luyen en el Cuadro 1. A partir de estas estima
iones se puede obtener

el tiempo al pi
o de 
on�rmados diarios que es estimado en 8.27 semanas. El

valor observado del tiempo al pi
o fue igual a 8.00 semanas. Las estima
iones

de los parámetros nos enseñan que el parámetro estimado p es muy pequeño

en rela
ión al parámetro estimado q por lo que el modelo se aproxima a un

modelo logísti
o, el número total de 
asos estimado es igual a 238400 (el

valor observado al 11 de junio es de 242707), los signos de los 
oe�
ientes
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estimados tanto para la variable indi
adora del 
on�namiento 
on un rezago

de 13 días 
omo la variable indi
adora del día 
on el máximo número de

muertes impli
an una redu

ión en el valor de la estima
ión del parámetro q
por lo que impli
an una redu

ión en la tasa de 
ontagios, es de
ir, después

de 13 días de ini
iado el 
on�namientos se obtiene la mayor redu

ión en la

tasa de 
ontagios y, después del día 
on el máximo número de muertes se

vuelve a redu
ir la tasa de 
ontagios. Nótese que la noti
ia del día 
on el

máximo número de 
ontagios impli
a que los días subse
uentes presentaran

una tenden
ia a la baja en el número de muertes.

Parámetro Estima
ión Error Estándar Valor t valor p

p 1.052e-05 2.546e-06 4.131 6.51e-05 ***

q 1.379e+00 3.530e-02 39.071 <2e-16 ***

m 2.384e+05 4.136e+02 576.346 <2e-16 ***


on�namiento 
on rezago de 13 días -2.702e-01 2.817e-02 -9.593 <2e-16 ***

día 
on el máximo de muertes -3.400e-01 2.296e-02 -14.806 <2e-16 ***

Cuadro 1: Mejor modelo para España: Estima
iones de los parámetros, erro-

res estándar, estadísti
os t y valores p.

3. Estudio de Eventos en Méxi
o

Al 
onsiderar el modelo �nal para España 
on los datos de 
asos 
on�r-

mados diarios en Méxi
o, en
ontramos que sólo 
uando se hizo el anun
io de

la ter
era fase de 
on�namiento se tienen resultados signi�
ativos. La ter
era

fase de 
on�namiento empezó el 21 de abril. La Tabla 2 presenta los resul-

tados de este modelo que 
orresponde a un modelo de Bass generalizado sin

efe
tos esta
ionales e in
luyendo la variable indi
adora de la ter
era fase del


on�namiento que es igual a 
ero para los días anteriores al 21 de abril e

igual a uno para los días del 21 de abril en adelante.

A partir del modelo �nal para Méxi
o se obtiene que la fase 3 del 
on�na-

miento redujo la tasa de 
ontagios q de 0.7698 a 0.3433. El número proye
tado

del total de 
ontagios m es estimado 
on el valor de 236,200. El 12 de junio

se tenían un total a
umulado de 133,974 
asos 
on�rmados.

La Figura 3 in
luye los datos a
umulados así 
omo las predi

iones del

model �nal.

6



Parámetro Estima
ión Error Estándar Valor t valor p

p 8.262e-05 1.555e-05 5.313 6.26e-07 ***

q 7.698e-01 2.792e-02 27.576 <2e-16 ***

Mmax 2.362e+05 3.954e+03 59.750 <2e-16 ***

fase 3 del 
on�namiento -4.265e-01 2.231e-02 -19.120 <2e-16 ***

Cuadro 2: Mejor modelo para Méxi
o: Estima
iones de los parámetros, erro-

res estándar, estadísti
os t y valores p.

4. Esta
ionalidad en el número de muertes en

CDMX

Los mejores modelos para el número a
umulado de 
asos 
on�rmados pa-

ra Méxi
o y España resultaron ser modelos generalizados de Bass sin efe
tos

esta
ionales. El siguiente análisis presenta 
omo en los datos sobre el a
umu-

lado de muertes se presenta esta
ionalidad severa que requiere ser modelada

mediante un modelo de Bass 
on efe
tos esta
ionales. Se analiza la serie de

muertes a
umuladas para CDMX del 18 de marzo (primera muerte repor-

tada) al 12 de junio reportadas en la página web sobre el COVID-19 de

la Dire

ión General de Epidemiología de la Se
retaría de Salud de Méxi
o

(www.
oronavirus.gob.mx).

La Figura 4 presenta el ajuste de un modelo de Bass sin efe
tos esta-


ionales donde 
laramente se observan los efe
tos esta
ionales que no son


apturados por el modelo.

Cuando se 
onsidera un modelo de Bass 
on efe
tos esta
ionales (Fernández-

Durán, 2014) se obtiene un mejor ajuste a los datos (ver la Figura 5).

5. Con
lusiones

El presenta trabajo demuestra la ne
esidad de in
luir el efe
to de varia-

bles expli
ativas rela
ionadas a los eventos sobre políti
as públi
as llevadas a


abo para 
ombatir la pandemia de COVID-19. Para el 
aso de 
asos 
on�r-

mados en España, el 
on�namiento presenta un efe
to rezagado de 13 días.

La otra variable importante es el día en el 
ual o
urre el número máximo de

muertes. En el 
aso de Méxi
o, en el 
ual todavía no se ha desarrollado por


ompleto la pandemia, se en
uentra que sólo hasta la ter
era fase del 
on�na-

miento se presenta una redu

ión en la tasa de 
ontagios. En ninguno de los
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modelos para Méxi
o y España fue ne
esaria la in
lusión de efe
tos esta
iona-

les, sin embargo, para el 
aso del número a
umulado de muertes en CDMX,

sí se presentan efe
tos esta
ionales importantes que deben ser 
onsiderados

en los modelos predi
tivos a ajustar. Como investiga
ión futura se 
onsidera

la in
lusión de variables expli
ativas que puedan modelar la rea

ión en el


omportamiento de los habitantes ante diferentes políti
as públi
as imple-

mentadas por los gobiernos durante una pandemia o in
lusive ante noti
ias

dadas en los prin
ipales medios de 
omuni
a
ión y redes so
iales.
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Figura 2: Mejor modelo para los datos de España: Modelo de Bass sin efe
tos

esta
ionales y 
on dos variables expli
ativas que 
orresponden a la indi
adora

del ini
io del 
on�namiento 
on un efe
to rezagado de 13 días y la indi
adora

del día 
on el máximo número de muertes (1-Feb-2020 a 11-Jun-2020). Los

puntos representan los datos observados y la línea el modelo ajustado.
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Figura 3: Mejor modelo para los datos de Méxi
o: Modelo de Bass sin efe
tos

esta
ionales y 
on una variable expli
ativa que 
orresponde a la indi
adora

del ini
io de la ter
era fase del 
on�namiento el 21 de abril (1-Feb-2020 a 11-

Jun-2020). Los puntos representan los datos observados y la línea el modelo

ajustado.
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Figura 4: Modelo de Bass sin efe
tos esta
ionales para el número a
umulado

de muertes en CDMX (18-Mar-2020 a 12-Jun-2020). Los puntos representan

los datos observados y la línea el modelo ajustado.
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Figura 5: Modelo de Bass sin efe
tos esta
ionales para el número a
umulado

de muertes en CDMX (18-Mar-2020 a 12-Jun-2020). Los puntos representan

los datos observados y la línea el modelo ajustado.
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